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Program
• Motywacja. 

Czego szukamy  

• Algorytm genetyczny.  
Jak to działa 

• Implementacja. 
Co zrobliliśmy 

• Rozszerzenia. 
Co uzyskaliśmy dodatkowo
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Definicja problemu: 
wzbudzenia kulombowskie

Detektor cząstek. 
np. zastaw PiN-diod 
detektory Si 5×5 mm 
θ: 110÷176 deg

32S
120Te

γ90 MeV

EAGLE 
do 30 HPGe z ACS

Chapter 2

Design and planning of experiments

D. Clined, A.B. Hayesd
dUniversity of Rochester

The GOSIA suite of codes are ideally suited to the design and planning of heavy-ion induced Coulomb

excitation experiments as well as the subsequent analysis. Coulomb excitation experiments can seem de-

ceptively simple, especially for few-state problems, leading some experimenters to fall into analysis traps or

collecting data that have less than optimal sensitivity to the goals of the experiment. This chapter identifies
a few potential pitfalls in the design and analysis of Coulomb excitation experiments. Additional insight can

be obtained from study of prior publications and review articles on heavy-ion induced Coulomb excitation.

[ALD75, BOE84, CLI86]

2.1 Theoretical limitations:

2.1.1 Safe bombarding energy:

The basic assumption of Coulomb excitation is that the interaction between the scattering ions is purely

electromagnetic in origin. This situation applies when the range of nuclear forces for both interacting nuclei

are completely separated in space. Coulomb excitation cross sections are maximized by using the highest

safe bombarding energy for which the interaction is purely electromagnetic resulting in a sensitive balance

between maximizing the cross sections and minimizing the influence of nuclear excitation. The optimal value
depends on the goals of the planned experiment. Experimental data on the influence of Coulomb-nuclear
interference on the second-order reorientation e�ect in Coulomb excitation[CLI69a, LES72] was used to
estimate the maximum bombarding energy at which the influence of nuclear excitation can be neglected for
second-order processes. Near the barrier the Coulomb-nuclear interference is destructive which reduces the

inelastic scattering cross sections at large scattering angles in a manner that mimics the reorientation e�ect
corresponding to a negative static quadrupole moment. Figure 2=1 shows the e�ective static quadrupole
moment for the first excited 2+ states of 48Ti, 56Fe, and 60Ni obtained by Coulomb excitation analyses of

inelastic scattering data versus scattering angle for 16O, 32S, and 35Cl projectiles. The abscissa corresponds

to the classical separation distance for head-on collisions, that is, the distance of closest approach between the

nuclear surfaces minus the sum of the nuclear radii. The dashed curves assume an exponential dependence

on separation distance fitted to the 56Fe data[LES72, LES74]. Note that the Coulomb-nuclear contribution
results in a spurious static quadrupole moment that falls exponentially with separation distance. A safe-

energy criterion was selected that corresponds to a minimum separation between the nuclear surfaces of

5 ip required to ensure that the influence of nuclear excitation on the excitation cross sections are ? 0=1%.
That is, these studies suggest a simple classical safe-energy criterion for reorientation e�ect studies that the
maximum safe bombarding energy for head-on collisions is

Hmax(PhY ) = 1=44
D1 +D2

D2
·

]1]2

1=25(D
1@3
1 +D

1@3
2 ) + 5

(2.1)
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Definicja problemu: 
wzbudzenia kulombowskie

Detektor cząstek. 
np. zastaw PiN-diod 
detektory Si 5×5 mm 
θ: 110÷176 deg

32S
120Te

γ90 MeV
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A semiclassical coupled-channel  
Coulomb excitation least-squares search code, 

T. Czosnyka, D. Cline, C.Y. Wu 
Am. Phys. Soc. 28:745 (1983) 

www.http://slcj.uw.edu.pl/pl/gosia/
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Definicja problemu 
minimalizacja χ²
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Minimalizacja χ² 
metoda gradientowa
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Minimalizacja χ² 
metoda gradientowa
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102 CHAPTER 6. NUMERICAL METHODS

Figure 6.11: Simple steepest descent minimization of the function i({> |) = {2 + ({� |)
2

The gradients in GOSIA are evaluated numerically, using the forward-difference formula or, optionally,
the forward-backward approximation. While the forward difference formula

�i

�{l
=

i({1> {2> ==={l + k> ===)� i({1> {2> ==={l> ===)

k
(6.91)

requires only one calculation of the minimized function per parameter, in addition to the evaluation of the
central value i({1> {2> ==={q), the forward-backward formula

�i

�{l
=

i({1> {2> ==={l + k> ===)� i({1> {2> ==={l � k> ===)

2k
(6.92)

requires two calculations of the minimized function per parameter. The forward-backward formula then
should be requested only in the vicinity of the minimum, where the accuracy of the numerical calculations
starts to play an important role.

6.7.5 Gradient + Derivative Minimization

The steepest descent minimization is efficient if a minimized function is smooth in the space of parameters,
but it exhibits considerable drawbacks when dealing with functions having sharp “valleys“ superimposed
on smooth surfaces. Such valleys are created by strong correlations of two or more parameters. In the
case of Coulomb excitation analysis, the valleys are introduced mainly by including accurate spectroscopic
data, especially branching ratios, which fix the ratio of two transitional matrix elements. Note, that even
if the branching ratio is not introduced as an additional data point, the valley still will be present in the
yield component of the least-squares statistic V if yields for both transitions depopulating a given state are
observed. To demonstrate this deficiency of the simple steepest descent method, let us consider a model
situation in which a two-parameter function i({> |) = {2+({�|)2 is minimized, starting from a point { = |.
The term ({� |)

2 creates a diagonal valley leading to the minimum point (0> 0). Using the analytic gradient
and the stepsize given by 6=84, it is seen that the minimization using the steepest descent method will follow
a path shown in figure 6=10 instead of following the diagonal.

To facilitate handling of the two-dimensional valleys, introduced by the spectroscopic data, GOSIA offers
a gradient+derivative method, designed to force the minimization procedure to follow the two-dimensional
valleys, at the same time introducing the second-order information without calculating the second order
matrix (6=85), thus speeding up the minimization even if the minimized function has a smooth surface.
Generally, to minimize a locally parabolic function:

i({̄) = i({̄0) + 5̄0�{̄+
1

2
�{̄M�{̄ (6.93)

metoda najszybszego spadku
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Minimalizacja χ² 
metoda gradientowa
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Podstawowy problem: 
metoda gradientowa jest wrażliwa  

na minima lokalne
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Minimalizacja χ² 
metoda gradientowa
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na minima lokalne 
Rozwiązanie: random restart
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Minimalizacja χ² 
metoda gradientowa
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Podstawowy problem: 
metoda gradientowa jest wrażliwa  

na minima lokalne 
Rozwiązanie: random restart

Jednak mało efektywne w przypadkach wielowymiarowych

31D
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Minimalizacja χ² 
symulowane wyżarzanie

1. wyznacz x0  i T 

2. wybierz x (wylosuj lub wylicz) 

3. wylicz ∆χ²= χ² (x)-χ²(x0) 

4. jeśli ∆χ²<0 → idź do 2. 
jeśli ∆χ²>0 wylicz p=exp(-∆χ²/T) i 
porównaj z liczbą losową (0,1) 

5. jeśli p<r → idź do 2. 
jeśli p>r zaakceptuj nowe x, zredukuj T 
→ idź do 2. -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
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Minimalizacja χ² 
symulowane wyżarzanie

1. wyznacz x0  i T 

2. wybierz x (np. wylosuj lub wylicz) 

3. wylicz ∆χ²= χ² (x)-χ²(x0) 

4. jeśli ∆χ²<0 → idź do 2. 
jeśli ∆χ²>0 wylicz p=exp(-∆χ²/T)  
i porównaj z liczbą losową (0,1) 

5. jeśli p<r → idź do 2. 
jeśli p>r zaakceptuj nowe x, zredukuj T 
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+
⟩ [eb]SA zaimplementowane w programie GOSIA w 1994 r.  

nie w pełni spełniło oczekiwania
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Minimalizacja χ² 
algorytm genetyczny

1. definiujemy x=a+(I/2n)*(b-a) 
I - liczba całkowita o n-bitach 

2. losujemy pewną liczbę punktów xi 

3. obliczamy wartości χ²(xi) 

4. zostawiamy część liczb 
o najmniejszym  χ² 
pozostałe wymieniamy na nowe 
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a=-6 
[

b=6 
]

0 1 1 0 1 1 0 0 ≡ -0.9375
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Minimalizacja χ² 
algorytm genetyczny

1. definiujemy x=a+(I/2n)*(b-a) 
I -liczba całkowita o n-bitach 

2. losujemy pewną liczbę punktów xi 

3. obliczamy wartości χ²(xi) 

4. zostawiamy część liczb 
o najmniejszym  χ² 
pozostałe zastępujemy nowymi 
 

0 1 1 0 1 1 0 0 ≡ -0.9375

5. krzyżowanie: 

 
 

6. mutacja: 

7. obliczamy wartości χ²(xi) dla nowych xi 

8. powtarzamy od 4.

0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1

0 1 1 0 1 0 0 1

0 1 0 0 1 0 0 1

Jest to kanoniczna postać algorytmu genetycznego Johna Hollanda  

-0.9375 1.171875

-1.078125

-2.578125
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Minimalizacja χ² 
Podsumowanie

1. Gradient 

+ znajduje szybko i dokładnie minimum lokalne 

- wymaga wielu testów, aby znaleźć 
prawdopodobne minimum globalne 

2. Symulowane wyżarzanie 

+ może znaleźć minimum globalne 

- nie radzi sobie z wysokimi barierami miedzy 
minimami

3. Algorytm genetyczny 

+ przeszukuje cała przestrzeń lepiej niż 
algorytm Monte-Carlo 

+/- znajduje prawdopodobne minimum 
globalne (ale niedokładnie) 

+/- kosztowny obliczeniowo, ale łatwy do 
zrównoleglenia 

- brak dobrych kryteriów stopu i doboru 
parametrów algorytmu
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Zastosowanie 
algorytmów genetycznych

• Optymalizacja 
wieloparametryczna  

• Projektowanie obwodów 
elektronicznych 

• Szkolenie sieci neuronowych 

• Analiza eksperymentów 
wzbudzeń kulombowskich.
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JACOB:  
algorytm genetyczny dla GOSIA

Measured

g yields

GOSIA

ʖ2 calculation

Gradient minimization procedure

Error estimation

Available

spectroscopic data

(t, BR, d)

Experimental setup

geometry:

particle and g detectors

Determined matrix elements vector

Quadrupole rotational

invariant sum rules

Shape parameters for

individual states

Level scheme

Measured

g yields

GOSIA

ʖ2 calculation

Available

spectroscopic data

(t, BR, d)

Experimental setup

geometry:

particle and g detectors

The best matrix elements vector

Quadrupole rotational

invariant sum rules

Shape parameters for

individual states

JACOB
Minimization with 

genetic algorithm

Vector of matrix elementsʖ2 use as a fitness rank

Level scheme

ʖ2 multidimensional

surfacepoints repository

Error estimation
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Jacob
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Figure 6. Scaling results for Rastrigin’s function; without 
local optimization (top), with local optimization (middle) 
and zoom with local optimization (bottom). 
 

 
Figure 7. 2D plot of Schwefel’s function. 

since otherwise our unrestricted local optimization finds 
lower-lying minima outside the principal borders. As can 
be seen from Figure 8, sub-quadratic scaling can be 
achieved with and without local optimization. Once more, 
without local optimization the non-crossing algorithm 
has a higher prefactor but the same scaling as the others, 
which is equalized when turning on local optimizations. 
In this particular case, the usage of local optimization 
steps has the potential to slightly affect the scaling from 
1.15 to 1.75. 

Again, we must come to the conclusion that a sub- 
quadratic scaling is far better than what we would expect 
to obtain for real-world problems, restricting the usage of 
Schwefel’s function as a test-case for algorithms de-
signed to solve the latter. 

3.4. Schaffer’s F7 Function 

Schaffer’s F7 function is defined as 

� �
21

5
0

1, , sin(50.0 ) 1
1n i if x x s s

n

ª º§ ·
 � �« »¨ ¸¨ ¸�« »© ¹¬ ¼

"   (12) 

with 
2 2

1i i is x x � �              (13) 

 

 

 
Figure 8. Scaling results for Schwefel’s function, without 
(top) and with local optimization (bottom). 

Copyright © 2012 SciRes.                                                                                  AM 
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Gdzie są 
minima?

Najbardziej czasochłonne jest wyliczenie 
χ² → 
zachowujemy obliczenia w każdym 
punkcie uzyskując informację o 
powierzchni χ² 

QRepScan: 

- wyszukuje wynik - zestaw elementów 
macierzowych o najniższym χ² 

- poszukuje alternatywnych minimum 
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Przypadek fizyczny: 42Ca
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Przypadek fizyczny: 
42Ca

K.Hadyńska-Klęk, praca doktorska
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Wyznaczenie niepewność 
pomiarowej

GOSIA: 

+ całkowanie funkcji  
exp(- ½ χ²(M)) 

- przybliżone uwzględnienie 
korelacji między elementami 
macierzowymi 

Wykorzystajmy skanowanie 
powierzchni χ² do 
geometrycznego wyznaczenia 
niepewności pomiarowej:  
kontur χmin²+1

STRUCTURE OF LOW-LYING STATES IN 140Sm . . . PHYSICAL REVIEW C 93, 054303 (2016)

TABLE II. Counts observed for the 2+
1 → 0+

1 transitions in the
140Sm projectiles and the 94Mo target nuclei and their uncertainties for
10 different ranges of scattering angles in the center-of-mass frame.
These are the values used in the second step of the GOSIA-GOSIA2

iteration where θc.m. < 100◦. Values are rounded to two significant
figures in the uncertainty.

Angular range 140Sm 94Mo

[95◦, 100◦] 4770 ± 240 397 ± 29
[90◦, 95◦] 3290 ± 160 245 ± 23
[86◦, 90◦] 4300 ± 220 351 ± 27
[82◦, 86◦] 5040 ± 250 450 ± 31
[78◦, 82◦] 5030 ± 250 439 ± 30
[75◦, 78◦] 4320 ± 230 311 ± 26
[71◦, 75◦] 4010 ± 200 323 ± 26
[68◦, 71◦] 4070 ± 200 310 ± 26
[66◦, 68◦] 3560 ± 180 250 ± 23
[63◦, 66◦] 2610 ± 130 206 ± 24

(1) In the first step, the standard GOSIA code is used for
94Mo with the intensities of the 2+

1 → 0+
1 transition

as input data and the known reduced matrix elements
included as spectroscopic data. In this way an initial
set of normalization factors was obtained.

(2) In the second step, the code GOSIA2 was used to
simultaneously fit the reduced matrix elements in
both 140Sm and 94Mo. The purpose of this step was
to obtain a first estimate of the 〈0+

1 ‖E2‖2+
1 〉 matrix

element in 140Sm. Therefore only the matrix elements
〈0+

1 ‖E2‖2+
1 〉 and 〈2+

1 ‖E2‖2+
1 〉 and the γ -ray intensi-

ties for the 2+
1 → 0+

1 transition were included for 140Sm
[c.f. Fig. 8(a)]. To minimize the influence of multistep
Coulomb excitation, only data for θc.m. < 100◦ were
included in this step. With the high level of statistics
for the 2+

1 → 0+
1 transition, the data could be divided

into 10 angular ranges for this step, resulting in a
better sensitivity for the 〈2+

1 ‖E2‖2+
1 〉 matrix element.

The measured intensities for this subdivision of the
data are given in Table II. With the normalization
from step 1 as starting values, the χ2 minimization
yielded a new set of normalization factors and the
〈0+

1 ‖E2‖2+
1 〉 and 〈2+

1 ‖E2‖2+
1 〉 matrix elements for

140Sm. Their uncertainties were obtained from the
contour for χ2

min + 1 in a two-dimensional χ2 map.
(3) In the third step, the standard GOSIA code was used

for 140Sm. The 〈0+
1 ‖E2‖2+

1 〉 matrix element obtained
in step 2 and its uncertainty were treated as known
spectroscopic data, whereas all other relevant matrix
elements, 〈2+

1 ‖E2‖2+
1 〉, 〈2+

1 ‖E2‖4+
1 〉, 〈2+

1 ‖E2‖2+
2 〉,

〈2+
1 ‖M1‖2+

2 〉, and 〈0+
1 ‖E2‖2+

2 〉, were treated as free
parameters [c.f. Fig. 8(b)]. In this step the γ -ray
intensities from the division into five bins covering
the entire angular range (c.f. Table I) were used to
ensure sufficient statistics for the 4+

1 → 2+
1 and 2+

2 →
2+

1 transitions. An upper limit was included for the
unobserved 2+

2 → 0+
1 transition. This step yielded a

first realistic estimate of all relevant reduced matrix
elements in 140Sm.

4.25

4.50

4.75

5.00

5.25

5.50

5.75

6.00

FIG. 9. Result of the χ 2 minimization for the 〈0+
1 ‖E2‖2+

1 〉 and
〈2+

1 ‖E2‖2+
1 〉 matrix elements in 140Sm obtained after the last iteration

of step 4 of the fitting procedure using target normalization. Note that
the final uncertainties of all matrix elements were obtained after one
more iteration of step 3.

(4) In the fourth step, the code GOSIA2 was again used
for simultaneous χ2 minimization of reduced matrix
elements in 140Sm and 94Mo. Only the 〈0+

1 ‖E2‖2+
1 〉 and

〈2+
1 ‖E2‖2+

1 〉 matrix elements in 140Sm were treated as
free parameters; all other matrix elements for 140Sm
were fixed to the values from the previous step [c.f.
Fig. 8(c)]. The γ -ray intensities from the division into
five angular ranges were included for all observed
transitions. This step yielded more realistic values for
〈0+

1 ‖E2‖2+
1 〉 and 〈2+

1 ‖E2‖2+
1 〉, because effects from

coupling to higher-lying states were taken into account.
Uncertainties for the free matrix elements were again
taken from the χ2

min + 1 contour in the χ2 map as shown
in Fig. 9. In addition, a new set of normalization factors
was obtained.

Steps three and four of the GOSIA-GOSIA2 iteration pro-
cedure were then repeated until the final solution stabilized.
Overall uncertainties of all determined matrix elements were
calculated by using the GOSIA code as the last stage of the data
analysis. The resulting reduced matrix elements are presented
in Table III. Reduced transition probabilities and spectroscopic
quadrupole moments can be extracted from the transitional and
diagonal matrix elements, respectively, using the following

TABLE III. Reduced matrix elements for 140Sm and associated
B(E2) values and spectroscopic quadrupole moment with correlated
errors obtained with the target normalization approach.

Ii If 〈If ‖E2‖Ii〉 [eb] B(E2; Ii → If ) [e2b2]

2+
1 0+

1 1.11+0.03
−0.03 0.25+0.02

−0.01

4+
1 2+

1 1.63+0.05
−0.05 0.30+0.02

−0.02

2+
2 2+

1 1.33+0.08
−0.09 0.35+0.05

−0.05

I 〈I ||E2||I 〉 [eb] Qs(I ) [eb]

2+
1 +0.03+0.54

−0.20 +0.02+0.41
−0.15

054303-7

M. Klintefjord et al., 
PHYSICAL REVIEW C 93, 054303 (2016)
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Jakie są 
minima?

Najbardziej czasochłonne jest wyliczenie 
χ² →zachowujmy obliczenia w każdy 
punkcie uzyskując informacje o 
powierzchni χ² 

QRepScan: 

- wyszukuje wynik - zestaw elementów 
macierzowych o najniższym χ² 

- poszukuje alternatywnych minimum 

- separuje minima - klasteryzacja NBC 

- redukuje liczbę punktów - MDR 

- wyznacza kontur niepewności - FLA

Shuigeng Zhou, Yue Zhao, Jihong Guan, Joshua Huang:  
NBC: A Neighborhood-Based Clustering Algorithm. 
Lecture Notes in Computer Science, Springer Berlin / Heidelberg, 2005

D.A.Piętak, J. Wojciechowski, P. J.Napiorkowski 
A Front Line Algorithm For Error Estimation In Data Sets With Nonuniform Sampling 
Distribution 
20th European Conference on Circuit Theory and Design (ECCTD), 2011 
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Metoda AH: etap A. 2D

Rys. 4.6 Repozytorium rand3k. 

Metoda AH: etap A. 3D

69D.Piętak, Rozprawa doktorska, PW 2020
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Front Line Algorithm 
test z funkcją F7 i próbkowaniem równomiernym

D.A.Piętak, J. Wojciechowski, P. J.Napiorkowski 
A Front Line Algorithm For Error Estimation In Data Sets With Nonuniform Sampling Distribution 
20th European Conference on Circuit Theory and Design (ECCTD), 2011 
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Front Line Algorithm 
test z funkcją F7 i algorytmem genetycznym 
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Front Line Algorithm 
geometryczne wyznacznie niepewności



P.J.Napiorkowski 21.02.2021

6. Zastosowanie Metody AH do analizy danych 
z pomiarów wzbudzeń kulombowskich

Zastosowanie  Metody  AH  do  przypadku  rzeczywistego  zostało  pokazane  na  przykładzie 

analizy danych z pomiaru wzbudzenia kulombowskiego baru 132Ba [130], [131].

Opisywany eksperyment odbył się w dniach 22–28 czerwca 2015 roku w Środowiskowym 

Laboratorium  Ciężkich  Jonów  Uniwersytetu  Warszawskiego  na  stanowisku  pomiarowym 

EAGLE  [20] zgodnie z techniką przedstawioną w rozdziale  2. Rozpędzone w cyklotronie 

U-200P do energii 90 MeV jądra siarki 32S wzbudzały kulombowsko znajdujące się w tarczy 

o grubości  ≈631μg /cm
2  jądra wzbogaconego chlorku baru BaCl2 (w tym  ≈410μg /cm

2  

baru).  Piętnaście  jednolitych  detektorów  germanowych  HPGe  rejestrowało  wyemitowane 

kwanty promieniowania gamma, a 48 PIN-diod każda o powierzchni czynnej  0.5×0.5cm
2  

rejestrowało  rozproszone  wstecznie  ( 110 ̊÷170 ̊ )  jądra  pocisku  lub  tarczy.  Układ 

akwizycyjny  rejestrował  dane  eksperymentalne  zgodnie  z  techniką  koincydencji  cząstka-

gamma.  Jako zdarzenie  zapisywano  jednoczesne  (w oknie  czasowym o długości  200  ns) 

zaobserwowanie  rozproszonej  cząstki  oraz  co  najmniej  jednego  kwantu  promieniowania 

gamma.  Zebrane  dane  (około  107 zdarzeń)  zostały  poddane  korekcie  dopplerowskiej 

i przygotowane do dalszej analizy przez zespół fizyków.

Rys. 6.1 Schemat poziomów w jądrze 132Ba

Rys.  6.1 przedstawia  zakładany schemat  poziomów energetycznych  stanów wzbudzonych 

i podstawowego  132Ba.  Na podstawie danych obserwowanych w opisanym eksperymencie, 

geometrii  układu  pomiarowego  oraz  niniejszego  schematu  utworzono  zbiór  plików 

wejściowych do programu GOSIA.

Zdefiniowana  w  „inpucie  do  GOSI”  (vide  Dodatek  B.1)  przestrzeń  optymalizacyjna  jest 

ośmiowymiarowa. Zakresy zmienności poszczególnych parametrów wraz z ich oznaczeniem 

128

Porównanie: 
GOSIA vs JACOB 

• Przypadek 132Ba ograniczony 
do 8 wymiarów (parametrów). 

• To nie jest jeszcze wynik 
fizyczny! 

• Jest to symulacja 
wykorzystująca rzeczywiste 
dane doświadczalne.

132Ba
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Porównanie: 
GOSIA vs JACOB (AH) 

Parametr 
Element macierzowy Wartość GOSIA JACOB (AH)

1 0,923 -3%,+4% -2%,+2% OK
2 0,267 NO
3 0,104 - -
4 1,235 -1%,+1% -12%,+12% ?
5 1,033 -2%,+2% -17%,+16% ?
6 0,021 - -
7 -1.495 NO
8 0,648 -6%,+7% -10%,+10% OK
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Algorytm genetyczny dla wzbudzeń kulombowskich 
Podsumowanie

W analizie wzbudzeń kulombowskich zaimplementowano metodę 
minimalizacji z elementami „sztucznej inteligencji”. 

Połączenie algorytmu genetycznego i metody gradientowej daje najlepsze 
wyniki.  

Algorytm genetyczny oferuje dodatkowe funkcjonalności dla użytkownika  
i z niektórych już umiemy korzystać. 

Wyznaczanie niepewności pomiarowej wymaga dalszej walidacji na dobrych 
(niezbyt skomplikowanych) przypadkach fizycznych. 

Zastosowanie algorytmu genetycznego do wzbudzeń kulombowskich jest 
interesującym problemem badawczym także dla informatyków.
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