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Issai Schur (ur. 10 stycznia 1875 w Mohylewie, zm. 10 stycznia 1941 w Tel
Awiwie) — niemiecki matematyk. W 1901 roku uzyskat doktorat na Uniwersytecie
Humboldta, w 1903 objat tam stanowisko wykiadowcy. W latach 1911-1916
wyktadal w Bonn, skad wrocit do Berlina, a w 1919 roku zostat mianowany
profesorem.

Schur byt z pochodzenia Zydem, cho¢ sam uwazal si¢ za Niemca i mowit po
niemiecku. Mimo zaproszen z Wielkiej Brytanii i Stanéw Zjednoczonych nie chciat
opuscié hitlerowskich Niemiec. Jednak juz w roku 1935 musiat ztozy¢ stanowisko,
a w 1938 zmuszono go do rezygnacji z cztonkostwa w Pruskiej Akademii Nauk. W

koncu wyemigrowat do Palestyny i ostatnie lata Zycia spedzit w ub6stwiet.,

Glowne prace Schura dotyczg teorii reprezentacii grup, cho¢ zajmowat si¢ takze
kombinatoryka i fizyka teoretyczna. /Za Wikipedig/
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Natalia Sokolowska

Praca zaliczeniowa

Ponizsze ¢wiczenie miato na celu wykonanie zadanych obliczen i przeksztatcen macierzy
opisujacych obroty i translacje za pomoca reprezentacji grupy przeksztatcen Lorentza.
Zadanie wykonano w programie Mathematica 11.3

1 Jak wygladaja macierze J, J_, J,, J,, J. dla reprezentacji
5-wymiarowej (spin 2)?

Posta¢ macierzy J,, J_ ustalono za pomoca informacji o ich elementach macierzowych:

JolI, M) = \/T+ M+ 1)(I — M)|I, M + 1) (1)
J_|L, M) = /T — M+ 1)(I + M)|I, M 1) (2)
gdzie I =2, za§ M € {2,1,0,—1, —2} Otrzymano nastepujace macierze J,, J_:
02 0 0 0
00 +v6 0 0
Jo=100 0 V6 0 (3)
00 0 0 2
00 0 0 0
0O 0 0 00
2 0 0 00
J=[0+v6 0 00 (4)
0 0 +v6 00
0O 0 0 20
Korzystajac ze zwigzkow taczacych macierze J, J_ z macierzami J,, J:
1
Sy = §(J+ +J-) (5)
—1
Jy = 7(J+ —J-) (6)
wyznaczono macierze J;, oraz Jy:
0O 1 0 0 O
1 0 2 0 0
=103 0o o (7)
00 3 0 1
o 0 0 1 0
0 — 0 0 0
i 0 —iyi o0 0
=10 /i o —i/i o (8)
0 0 4/ 0 —i
0 0 0 7 0



Wiedzac, ze miedzy macierzami J,, J, oraz J, zachodzi zwigzek komutacyjny:

[y Jy] = 1, 9)
wyznaczono macierz J,:
200 0 O
010 0 O
J,=1000 0 0 (10)
000 -1 0

000 0 =2

Zgodnie z przewidywaniami, jest to macierz diagonalna o wartosciach wtasnych
{2,1,0,—-1,—2}.

2 Jakie sg wartosci wtasne J,, J,?

W celu wyznaczenia wartoéci wlasnych macierzy J, oraz J, skorzystano z funkcji
Eigenvalues ktora jako argument przyjmuje macierz kwadratows, a jako wynik podaje
liste wartosci wtasnych zadanej macierzy. Otzymano w ten sposob zestaw takich samych
wartod$ci wtasnych dla obu macierzy, ktory pokrywa sie réwniez z wartosciami wtasnymi
macierzy J,: {2,1,0, -1, —2}.

3 Jak wyglada macierz obrotu wokét osi 'y o kat T D = e 7/?

Obliczona macierz obrotu D ma postac:
cos? (1) —2cos? (L) sin (L) %\/gsinz(T) —sin® (L) sin(T)

D = %\/gsiHQ (T) \/gcos(T) sin(T) 1(3cos(2T) + 1) —\/gcos(T) sin(7T') i
sin® (Z) sin(7T) 1 (cos(T) — cos(2T)) \/gcos(T) sin(T) 4 (cos(T) + cos(2T)) —2cos® (
sin (%) sin? (Z)sin(T) z %sinQ(T) 3 (cos(T) + 1) sin(T)

i jest odpowiednikiem rownan Maxwella dla grawitonu poruszajacego sie w kierunku
n = [sin[T],0, cos[T]]

4 Jakie s wektory wlasne macierzy sin[T]- J, + cos[T]- J, i jaki
maja zwigzek z kolumnami znalezionej macierzy D7

Postaé szukanej macierzy jest nastepujaca:

2cos(T)  sin(7) 0 0 0
sin(7") cos(T) 3 sin(T) 0 0
0 3 sin(T) 0 2 sin(T) 0 (11)
0 0 \/gsin(T) —cos(T)  sin(T)
0 0 0 sin(T')  —2cos(T)

Wektory wtasne powyzszej macierzy znalezione zostaly za pomoca funkcji
Eigenvectors i sa one rowne kolumnom macierzy D z wartosciami wtasnymi
{2,1,0,—1, -2} (od lewa na prawo)

1(cos(T) + 1) sin(T)  3(cos(T) + cos(2T)) —\/gcos(T) sin(T)  1(cos(T) —cos(2T)) —sin® (L

COS4 (

) sin

z)




5 Ile wynoszg catki kwadratéw elementéw macierzowych D;;
tej macierzy 7
W celu obliczenia calek kwadratéw elementéw macierzowych macierzy D znalezionej w

punkcie 3 wykonano nastepujace catkowanie:

] sin[T] - D},dT (12)

Calka ta dla kazdego elementu macierzowego D;; wynosi % = WQH
6 Jak wygladajq macierze pchniecia o w (e**”) wzdluz osi x,
y, z dla przestrzeni A i B?

6.1 Przestrzen A
0Os x:

cosh? (%) %(cosh( ) + 1) sinh(w) %\/gsinh2(w) sinh? ( ) sinh(w) sinh? (w)
%(cosh(w) + 1) sinh(w) l(cosh( ) + cosh(2w)) \/gcosh(w) sinh(w) (cosh(?w) — cosh(w)) sinh? ( ) sinh(w)
5 fsth (w) \/;cosh( ) sinh(w) (3 cosh(2w) + 1) \Ecosh( ) sinh(w) 5 \[smh2 (w)

sinh? ( 5 ) sinh(w) 5 L (cosh(2w) — cosh(w)) 5 3 cosh(w) sinh(w 2 L (cosh(w) + cosh(2w)) %(cosh(w) + 1) sinh(w)
sinh?® (2 ) sinh? ( ) sinh(w) %\/>smh2( ) 5 L (cosh(w) + 1) sinh(w) cosh? (%)
Os y:
cosh* (%) éz(cosh( ) + 1) sinh(w) —% % sinh? (w) isinh? ( ) sinh(w) sinh* ( 5 )
%i(cosh(w) + 1) sinh(w) 5 L (cosh(w) + cosh(2w)) —i\/gcosh(w) sinh(w) 3 L (cosh(w) — cosh(2w)) isinh? ( ) sinh(w)
; smh2( ) z\/;cosh( ) sinh(w) i(S cosh(2w) + 1) fi\/gcosh(w) sinh(w) é smh2 (w)
—isinh? ( ) sinh(w) 5 L (cosh(w) — cosh(2w)) i\/gcosh(w) sinh(w) %(cosh(w) + cosh(2w)) % (cosh(w) + 1) sinh(w)
sinh?® ( ) —isinh? ( ) sinh(w) —% % sinh?(w) %i(cosh(w) + 1) sinh(w) cosh? ( 5 )
Os z:
e 0 0 0 0
0 e 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 e 0
0 0 0 0 e

6.2 Przestrzen B

0O$ x:
cosh* ( 5 ) —2cosh? ( 5 ) sinh ( ) %\/gsinh2(w) — sinh? ( ) sinh(w) sinh* ( 5 )
—2cosh? (w) sinh (%) §(Cosh(w) + cosh(2w)) —\/gcosh(w) sinh(w) ;(cosh(Qw) — cosh(w)) — sinh? ( ) sinh(w)
5 \[smh2 (w) f\/gcosh(w) sinh(w) i(S cosh(2w) + 1) — \/gcosh(w) sinh(w) 5 \fsmh2
— sinh? ( ) sinh(w) 5 L (cosh(2w) — cosh(w)) —\/gcosh(w) sinh(w) (cosh(w) + cosh(2w))  —2cosh? ( ) sinh (%)
sinh?* ( ) — sinh? ( ) sinh(w) %\/gsinh2(w) —2 cosh?® ( ) sinh ( ) cosh?* ( 5 )
Os y:



cosh? (%) %i(cosh(w) + 1) sinh(w) f% \/gsinh2 (w) —isinh? (%) sinh(w) sinh?* (%)

—%i(cosh(w) + 1) sinh(w) %(cosh(w) + cosh(2w)) i\/gcosh(w) sinh(w) %(cosh(w) — cosh(2w)) —isinh? (%) sinh(w)
—1./2 sinh?(w) —iy/3 cosh(w) sinh(w) 1 (3cosh(2w) + 1) i1/ cosh(w) sinh(w) —34/2 sinh?(w)
isinh? (%) sinh(w) %(cosh(w) — cosh(2w)) fi\/gcosh(w) sinh(w) %(cosh(w) + cosh(2w)) %i(cosh(w) + 1) sinh(w)
sinh? (%) isinh? (%) sinh(w) —% \/gsinh2 (w) —%i(cosh(w) + 1) sinh(w) cosh? (%)

e 0 0 0 0
0 e“ 0 0 0
0 0 1 0 O
0 0 0 e O
0 0 O

(@)

[}
)
g



