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Natalia Sokołowska

Praca zaliczeniowa

Poniższe ćwiczenie miało na celu wykonanie zadanych obliczeń i przekształceń macierzy
opisujących obroty i translacje za pomocą reprezentacji grupy przekształceń Lorentza.
Zadanie wykonano w programie Mathematica 11.3

1 Jak wyglądają macierze J+, J−, Jx, Jy, Jz dla reprezentacji
5-wymiarowej (spin 2)?

Postać macierzy J+, J− ustalono za pomocą informacji o ich elementach macierzowych:

J+|I,M〉 =
√
I +M + 1)(I −M)|I,M + 1〉 (1)

J−|I,M〉 =
√
I −M + 1)(I +M)|I,M − 1〉 (2)

gdzie I = 2, zaś M ∈ {2, 1, 0,−1,−2} Otrzymano następujące macierze J+, J−:

J+ =


0 2 0 0 0
0 0

√
6 0 0

0 0 0
√
6 0

0 0 0 0 2
0 0 0 0 0

 (3)

J− =


0 0 0 0 0
2 0 0 0 0
0
√
6 0 0 0

0 0
√
6 0 0

0 0 0 2 0

 (4)

Korzystając ze związków łączących macierze J+, J− z macierzami Jx, Jy:

Jx =
1
2
(J+ + J−) (5)

Jy =
−i
2
(J+ − J−) (6)

wyznaczono macierze Jx oraz Jy:

Jx =



0 1 0 0 0
1 0

√
3
2 0 0

0
√
3
2 0

√
3
2 0

0 0
√
3
2 0 1

0 0 0 1 0


(7)

Jy =



0 −i 0 0 0
i 0 −i

√
3
2 0 0

0 i
√
3
2 0 −i

√
3
2 0

0 0 i
√
3
2 0 −i

0 0 0 i 0


(8)
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Wiedząc, że między macierzami Jx, Jy oraz Jz zachodzi związek komutacyjny:

[Jx, Jy] = iJz (9)

wyznaczono macierz Jz:

Jz =


2 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −2

 (10)

Zgodnie z przewidywaniami, jest to macierz diagonalna o wartościach własnych
{2, 1, 0,−1,−2}.

2 Jakie są wartości własne Jx, Jy?

W celu wyznaczenia wartości własnych macierzy Jx oraz Jy skorzystano z funkcji
Eigenvalues która jako argument przyjmuje macierz kwadratową, a jako wynik podaje
listę wartości własnych zadanej macierzy. Otzymano w ten sposób zestaw takich samych
wartości własnych dla obu macierzy, który pokrywa się również z wartościami własnymi
macierzy Jz: {2, 1, 0,−1,−2}.

3 Jak wygląda macierz obrotu wokół osi y o kąt T D = e−iTJy?

Obliczona macierz obrotu D ma postać:

D =



cos4
(
T
2

)
−2 cos3

(
T
2

)
sin
(
T
2

)
1
2

√
3
2 sin

2(T ) − sin2
(
T
2

)
sin(T ) sin4

(
T
2

)
1
2 (cos(T ) + 1) sin(T )

1
2 (cos(T ) + cos(2T )) −

√
3
2 cos(T ) sin(T )

1
2 (cos(T )− cos(2T )) − sin2

(
T
2

)
sin(T )

1
2

√
3
2 sin

2(T )
√
3
2 cos(T ) sin(T )

1
4 (3 cos(2T ) + 1) −

√
3
2 cos(T ) sin(T )

1
2

√
3
2 sin

2(T )

sin2
(
T
2

)
sin(T ) 1

2 (cos(T )− cos(2T ))
√
3
2 cos(T ) sin(T )

1
2 (cos(T ) + cos(2T )) −2 cos

3
(
T
2

)
sin
(
T
2

)
sin4

(
T
2

)
sin2

(
T
2

)
sin(T ) 1

2

√
3
2 sin

2(T ) 1
2 (cos(T ) + 1) sin(T ) cos4

(
T
2

)


i jest odpowiednikiem równań Maxwella dla grawitonu poruszającego się w kierunku
~n = [sin[T ], 0, cos[T ]]

4 Jakie są wektory własne macierzy sin[T ] · Jx + cos[T ] · Jz i jaki
mają związek z kolumnami znalezionej macierzy D?

Postać szukanej macierzy jest następująca:

2 cos(T ) sin(T ) 0 0 0
sin(T ) cos(T )

√
3
2 sin(T ) 0 0

0
√
3
2 sin(T ) 0

√
3
2 sin(T ) 0

0 0
√
3
2 sin(T ) − cos(T ) sin(T )

0 0 0 sin(T ) −2 cos(T )


(11)

Wektory własne powyższej macierzy znalezione zostały za pomocą funkcji
Eigenvectors i są one równe kolumnom macierzy D z wartościami własnymi
{2, 1, 0,−1,−2} (od lewa na prawo)
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5 Ile wynoszą całki kwadratów elementów macierzowych Dij
tej macierzy ?

W celu obliczenia całek kwadratów elementów macierzowych macierzy D znalezionej w
punkcie 3 wykonano następujące całkowanie:

π∫
0

sin[T ] ·D2ijdT (12)

Całka ta dla każdego elementu macierzowego Dij wynosi 25 =
2
2·2+1

6 Jak wyglądają macierze pchnięcia o w (e±wJi) wzdłuż osi x,
y, z dla przestrzeni A i B?

6.1 Przestrzeń A

Oś x:
cosh4

(
w
2

)
1
2 (cosh(w) + 1) sinh(w)

1
2

√
3
2 sinh

2(w) sinh2
(
w
2

)
sinh(w) sinh4

(
w
2

)
1
2 (cosh(w) + 1) sinh(w)

1
2 (cosh(w) + cosh(2w))

√
3
2 cosh(w) sinh(w)

1
2 (cosh(2w)− cosh(w)) sinh2

(
w
2

)
sinh(w)

1
2

√
3
2 sinh

2(w)
√
3
2 cosh(w) sinh(w)

1
4 (3 cosh(2w) + 1)

√
3
2 cosh(w) sinh(w)

1
2

√
3
2 sinh

2(w)

sinh2
(
w
2

)
sinh(w) 1

2 (cosh(2w)− cosh(w))
√
3
2 cosh(w) sinh(w)

1
2 (cosh(w) + cosh(2w))

1
2 (cosh(w) + 1) sinh(w)

sinh4
(
w
2

)
sinh2

(
w
2

)
sinh(w) 1

2

√
3
2 sinh

2(w) 1
2 (cosh(w) + 1) sinh(w) cosh4

(
w
2

)



Oś y:


cosh4

(
w
2

)
− 12 i(cosh(w) + 1) sinh(w) − 12

√
3
2 sinh

2(w) i sinh2
(
w
2

)
sinh(w) sinh4

(
w
2

)
1
2 i(cosh(w) + 1) sinh(w)

1
2 (cosh(w) + cosh(2w)) −i

√
3
2 cosh(w) sinh(w)

1
2 (cosh(w)− cosh(2w)) i sinh2

(
w
2

)
sinh(w)

− 12
√
3
2 sinh

2(w) i
√
3
2 cosh(w) sinh(w)

1
4 (3 cosh(2w) + 1) −i

√
3
2 cosh(w) sinh(w) − 12

√
3
2 sinh

2(w)

−i sinh2
(
w
2

)
sinh(w) 1

2 (cosh(w)− cosh(2w)) i
√
3
2 cosh(w) sinh(w)

1
2 (cosh(w) + cosh(2w)) − 12 i(cosh(w) + 1) sinh(w)

sinh4
(
w
2

)
−i sinh2

(
w
2

)
sinh(w) − 12

√
3
2 sinh

2(w) 1
2 i(cosh(w) + 1) sinh(w) cosh4

(
w
2

)


Oś z:


e2w 0 0 0 0
0 ew 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 e−w 0
0 0 0 0 e−2w


6.2 Przestrzeń B

Oś x:
cosh4

(
w
2

)
−2 cosh3

(
w
2

)
sinh

(
w
2

)
1
2

√
3
2 sinh

2(w) − sinh2
(
w
2

)
sinh(w) sinh4

(
w
2

)
−2 cosh3

(
w
2

)
sinh

(
w
2

)
1
2 (cosh(w) + cosh(2w)) −

√
3
2 cosh(w) sinh(w)

1
2 (cosh(2w)− cosh(w)) − sinh2

(
w
2

)
sinh(w)

1
2

√
3
2 sinh

2(w) −
√
3
2 cosh(w) sinh(w)

1
4 (3 cosh(2w) + 1) −

√
3
2 cosh(w) sinh(w)

1
2

√
3
2 sinh

2(w)

− sinh2
(
w
2

)
sinh(w) 1

2 (cosh(2w)− cosh(w)) −
√
3
2 cosh(w) sinh(w)

1
2 (cosh(w) + cosh(2w)) −2 cosh3

(
w
2

)
sinh

(
w
2

)
sinh4

(
w
2

)
− sinh2

(
w
2

)
sinh(w) 1

2

√
3
2 sinh

2(w) −2 cosh3
(
w
2

)
sinh

(
w
2

)
cosh4

(
w
2

)



Oś y:
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
cosh4

(
w
2

)
1
2 i(cosh(w) + 1) sinh(w) − 12

√
3
2 sinh

2(w) −i sinh2
(
w
2

)
sinh(w) sinh4

(
w
2

)
− 12 i(cosh(w) + 1) sinh(w)

1
2 (cosh(w) + cosh(2w)) i

√
3
2 cosh(w) sinh(w)

1
2 (cosh(w)− cosh(2w)) −i sinh2

(
w
2

)
sinh(w)

− 12
√
3
2 sinh

2(w) −i
√
3
2 cosh(w) sinh(w)

1
4 (3 cosh(2w) + 1) i

√
3
2 cosh(w) sinh(w) − 12

√
3
2 sinh

2(w)

i sinh2
(
w
2

)
sinh(w) 1

2 (cosh(w)− cosh(2w)) −i
√
3
2 cosh(w) sinh(w)

1
2 (cosh(w) + cosh(2w))

1
2 i(cosh(w) + 1) sinh(w)

sinh4
(
w
2

)
i sinh2

(
w
2

)
sinh(w) − 12

√
3
2 sinh

2(w) − 12 i(cosh(w) + 1) sinh(w) cosh4
(
w
2

)



Oś z:
e−2w 0 0 0 0
0 e−w 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 ew 0
0 0 0 0 e2w


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